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ABSTRAK 
C. J. Miguel dan R. Serodio membangun satu isomorfisma dari gelanggang quaternion ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘  ke 
gelanggang matriks 𝑀2 ℤ𝑝 . Penelitian ini mencari bentuk isomorfisma yang berbeda dengan yang 
dimaksud diatas dengan jalan mengubah isomorfisma tersebut dengan beberapa cara. 
 
Kata Kunci :Isomorfisma, Quaternion, Lapangan Hingga, Gelanggang Quaternion ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘 , 
Gelanggang Matriks 𝑀2 ℤ𝑝  
 
ABSTRACT 
C. J. Miguel dan R. Serodio has construct an isomorphism of the quaternion ring ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘  to the 
matrix ring 𝑀2 ℤ𝑝 . This research aims to look at different forms of isomorphism mentioned above by 
changing the isomorphism in several ways.  
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I. PENDAHULUAN 
Dalam sejarah aljabar asosiatif dimulai dengan penemuan Hamilton dari quaternion riil pada tahun 
1843. Quaternion riil dikenal sebagai suatu aljabar berdimensi empat di mana quaternion merupakan 
perluasan dari bilangan kompleks yang terdiri dari empat komponen yaitu satu bagian riil dan tiga bagian 
imajiner. Himpunan quaternion yang dilambangkan sebagai ℍ =   𝑥0 + 𝑥1𝑖 + 𝑥2𝑗 + 𝑥3𝑘 𝑥0, 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∈ ℝ  
dimana isomorf dengan grup ℝ4 yang terdiri semua 4-tuples. Quaternion ring atas ℤ𝑝  dimana bilangannya 
terdiri dari bilangan ℤ modulo 𝑝 dengan struktur ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘 . Dalam quaternion operasi penjumlahan dan 
operasi perkalian disajikan sebagai berikut: 
Misalkan 𝑥 = 𝑥0 + 𝑥1𝑖 + 𝑥2𝑗 + 𝑥3𝑘 ∈ ℍ dan 𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑦3𝑘 ∈ ℍ   
 
Operasi penjumlahan: 
 𝑥 + 𝑦 =  𝑥0 + 𝑦0 +  𝑥1 + 𝑦1 𝑖 +  𝑥2 + 𝑦2 𝑗 +  𝑥3 + 𝑦3 𝑘                                 
Operasi perkalian: 
 𝑥 ∙ 𝑦 =  𝑥0𝑦0 − 𝑥1𝑦1 − 𝑥2𝑦2 − 𝑥3𝑦3 +  𝑥0𝑦1 + 𝑥1𝑦0 + 𝑥2𝑦3 − 𝑥3𝑦2 𝑖 +  𝑥0𝑦2 − 𝑥1𝑦3 + 𝑥2𝑦0 + 𝑎3𝑦1 𝑗 
                + 𝑥0𝑦3 + 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 + 𝑥3𝑦0 𝑘.  
2 
 
 
*
Penulis Koresponden. 
E-mail : nita.anggriani901@gmail.com 
Gelanggang quaternion ℤ𝑝 , di mana diketahui ℤ𝑝 =  0,1,2, … , 𝑝 − 1  dengan 𝑝 adalah bilangan prima. 
Gelanggang quaternion ℤ𝑝  adalah himpunan ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘 =   𝑥0 + 𝑥1𝑖 + 𝑥2𝑗 + 𝑥3𝑘 𝑥0 , 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∈ ℤ𝑝  dengan 
operasi penjumlahan dan operasi perkalian seperti di atas. 
Gelanggang quaternion ℤ𝑝  isomorf dengan 𝑀2 ℤ𝑝  yang merupakan matriks 2 × 2 atas lapangan ℤ𝑝 . 
Himpunan 𝑀2  ℤ𝑝 =    
𝑐 𝑑
𝑒 𝑓
  𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 ∈ ℤ𝑝  dengan opersai penjumlahan dan perkalian matriks seperti 
biasa adalah gelanggang. Isomorfisma dari ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘  ke 𝑀2 ℤ𝑝  yang terbentuk dalam karya C. J. Miguel 
dan R. Serodio (2011) yang berjudul “On the structure of quaternion rings over 𝑍𝑝”, yang menemukan 
jumlah pembagi nol, jumlah idempotent dalam ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘 , dan bentuk isomorfismanya adalah  
𝜑 𝑥0 + 𝑥1𝑖 + 𝑥2𝑗 + 𝑥3𝑘 = 𝑥0  
1 0
0 1
 + 𝑥1  
0 1
𝑝 − 1 0
 + 𝑥2  
𝑎 𝑏
𝑏 𝑝 − 𝑎
 + 𝑥3  
𝑏 𝑝 − 𝑎
𝑝 − 𝑎 𝑝 − 𝑏
 . 
Dalam jurnal ini membahas tentang mengkonstruksi bentuk isomorfisma 𝜑 lain yang dapat dibentuk 
dengan beberapa Ide yang berbeda dari yang di atas. 
 
II. TINJAUAN PUSTAKA 
A. Aritmatika Modulo 
Definisi 2.1. Misalkan 𝑎, 𝑚 ∈ ℤ dan 𝑚 > 0. Operasi 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑚 memberikan sisa jika 𝑎 dibagi dengan 𝑚. 
Notasi 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑚 = 𝑟 sedemikian sehingga 𝑎 = 𝑚 ∙ 𝑞 + 𝑟, dengan 0 ≤ 𝑟 < 𝑚. Bilangan 𝑚 disebut 
modulo dan hasil aritmatika modulo 𝑚 terletak di dalam himpunan 𝑅 =  0,1,2, . . , 𝑚 − 1  dan 𝑞 ∈ 𝑅. 
Definisi 2.2. Misalkan 𝑝 ∈ ℤ, 𝑝 > 1. Himpunan bilangan bulat modulo 𝑝 adalah himpunan sisa pembagi 
semua bilangan bulat dengan 𝑝, dinotasikan dengan  ℤ𝑝 =  0,1,2, … 𝑝 − 1 . Pada ℤ𝑝  didefinisikan 
operasi: 
 Penjumlahan pada modulo 𝑝 yaitu 𝑎 + 𝑏 =  𝑎 + 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ𝑝 . 
 Perkalian pada modulo 𝑝 yaitu 𝑎 ∙ 𝑏 =  𝑎 ∙ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑝 untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ𝑝 . 
 
B. Gelanggang  
Definisi 2.3. Ring  ℝ, +, ∙  adalah sistem aljabar yang terdiri dari himpunanℝ yang tak kosong dan 
dua operator biner yaitu operator “+” dan operator kali (dalam notasi juxtaposition) sedemikian 
hingga kedua aksioma berikut dipenuhi: 
1.  ℝ, +  adalah grup abel dengan unsur netral diberi lambang 0; 
2.  ℝ −  0 , ∙   membentuk struktur aljabar dengan empat sifat-sifat berikut: 
a. Tertutup: Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ  berlaku 𝑎𝑏 ∈ ℝ. 
b. Assosiatif: Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ berlaku  𝑎𝑏  𝑐 = 𝑎  𝑏𝑐 . 
c. Distributif kanan: Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ berlaku 𝑎  𝑏 + 𝑐 = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐. 
d. Distributif kiri: Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ berlaku  𝑎 + 𝑏  𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐. 
Contoh 2.1. Himpunan 𝑀2 ℤ𝑝 =    
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℤ𝑝 , di mana  𝑀2 ℤ𝑝 , +, ∙  adalah 
gelanggang, dengan ℤ𝑝 =  0,1,2, … , 𝑝 − 1 . 𝑀2 ℤ𝑝  memiliki operasi penjumlahan dan operasi 
perkalian seperti matriks biasa. 
 
C. Gelanggang Quaternion 
Definisi 2.4. Quaternion riil merupakan bilangan yang representasi geometrinya di R
4
 dengan bentuk : 
                              ℍ =   𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 𝑞0, 𝑞1 , 𝑞2 , 𝑞3 ∈ ℝ .                  
 
Definisi 2.5.  
Penjumlahan dan perkalian di ℍ sebagai berikut: 
Misalkan diberikan dua bilangan quaternion yaitu 
𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 + 𝑝3𝑘 ∈ ℍ dan 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∈ ℍ, maka 
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a. Operasi penjumlahan 
Diperoleh hasil penjumlahan, yaitu: 
 𝑝 + 𝑞 =  𝑝0 + 𝑞0 +  𝑝1 + 𝑞1 𝑖 +  𝑝2 + 𝑞2 𝑗 +  𝑝3 + 𝑞3 𝑘.  
b. Operasi perkalian 
Diperoleh hasil perkalian, yaitu: 
 𝑝 ∙ 𝑞 =  𝑝0𝑞0 − 𝑝1𝑞1 − 𝑝2𝑞2 − 𝑝3𝑞3 +  𝑝0𝑞1 + 𝑝1𝑞0 + 𝑝2𝑞3 − 𝑝3𝑞2 𝑖 
              + 𝑝0𝑞2 − 𝑝1𝑞3 +  𝑝2𝑞0 + 𝑝3𝑞1 𝑗 +  𝑝0𝑞3 + 𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞0 𝑘. 
c. Sifat-sifat dalam quaternion 
Misalkan 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘 ∈ ℍ, maka 
 Norm 𝑞 dilambangkan dengan  𝑞  dengan persamaan  𝑞 = 𝑞 ∙ 𝑞 =  𝑞0
2 + 𝑞1
2 + 𝑞2
2 + 𝑞3
2 . 
 Konjugat 𝑞 dilambangkan dengan 𝑞  dengan persamaan 𝑞 = 𝑞0 − 𝑞1𝑖 − 𝑞2𝑗 − 𝑞3𝑘. 
 Invers dari 𝑞 adalah 𝑞−1 =
𝑞 
 𝑞 
. 
Gelanggang Quaternion ℤ𝑝  adalah himpunan ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘 =   𝑥0 + 𝑥1𝑖 + 𝑥2𝑗 + 𝑥3𝑘 𝑥0 , 𝑥1 , 𝑥2 , 𝑥3 ∈ ℤ𝑝 . 
Operasi penjumlahan dan operasi perkalian yaitu misalkan 𝑝, 𝑞 ∈ ℤ𝑝 𝑖, 𝑗, 𝑘  di mana 𝑝 = 𝑝0 + 𝑝1𝑖 + 𝑝2𝑗 +
𝑝3𝑘 dan 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑖 + 𝑞2𝑗 + 𝑞3𝑘, maka diperoleh hasil penjumlahannya 
 𝑝 + 𝑞 =  𝑝0 + 𝑞0 +  𝑝1 + 𝑞1 𝑖 +  𝑝2 + 𝑞2 𝑗 +  𝑝3 + 𝑞3 𝑘,  𝑝𝑚 + 𝑞𝑚   𝑚𝑜𝑑 𝑝 dengan 0 ≤ 𝑚 ≤ 3 dan 
diperoleh hasil perkaliannya  
𝑝𝑞 =  𝑝0𝑞0 +  𝑝 − 1 𝑝1𝑞1 +  𝑝 − 1 𝑝2𝑞2 +  𝑝 − 1 𝑝3𝑞3 +  𝑝0𝑞1 + 𝑝1𝑞0 + 𝑝2𝑞3 +  𝑝 − 1 𝑝3𝑞2 𝑖  
            + 𝑝0𝑞2 +  𝑝 − 1 𝑝1𝑞3 + 𝑝2𝑞0 + 𝑝3𝑞1 𝑗 +  𝑝0𝑞3 + 𝑝1𝑞2 +  𝑝 − 1 𝑝2𝑞1 + 𝑝3𝑞0 𝑘 . 
 
D. Homomorfisma Gelanggang 
Definisi 2.6. Misalkan 𝑅 dan 𝑅′ adalah dua gelanggang. Pemetaan 𝜑: 𝑅 → 𝑅′ disebut homomorfisma 
gelanggang jika memenuhi kedua syarat berikut: untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 
1. 𝜑 𝑎 + 𝑏 = 𝜑 𝑎 + 𝜑 𝑏 , 
2. 𝜑 𝑎𝑏 = 𝜑 𝑎 𝜑 𝑏 . 
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